
C∗-algebry

Lista 5

Zad 1. Pokaza¢, »e element C∗-algebry jest rzutem ortogonalnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
normalnym idempotentem.

Zad 2. Pokaza¢, »e w dowolnej C∗-algebrze widmo rzutu ortogonalnego zawarte jest w zbiorze {0, 1}.

Zad 3. Wykaza¢, »e dla dowolnego elementu normalnego a ∈ A w C∗-algebrze A mamy naturalny
izometryczny ∗-izomor�zm C∗(a) ∼= C0(σ(a) \ {0}).

Zad 4. Pokaza¢, »e je»eli u ∈ A jest elementem unitarnym w C∗-algebrze A takim, »e σ(u) 6= T, to
istnieje element samosprz¦»ony a ∈ A taki, »e u = eia.

Zad 5. Pokaza¢, »e element w C∗-algebrze jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy jest normalny i jego
widmo jest zawarte w zbiorze [0,∞).

Zad 6 (Rozkªad Jordana operatora samosprz¦»onego). Niech a b¦dzie samosprz¦»onym elementem
C∗-algebry A. Udowodni¢, »e istniej¡ elementy dodatnie a+, a− ∈ A+ takie, »e

a = a+ − a−, a+a− = a−a+ = 0.

Co wi¦cej, relacje te wyznaczaj¡ a+ i a− jednoznacznie. Ponadto, ‖a‖ = max{‖a+‖, ‖a−‖} i |a| =
a+ + a−.

Zad 7. Uzasadni¢, »e dla dowolnego elementu odwracalnego a ∈ A w C∗-algebrze z jedynk¡ 1, istnieje
ε > 0 taki, »e ε1 ≤ a∗a ≤ ε−11.

Zad 8. Pokaza¢, »e je»eli a ∈ A jest samosprz¦»ony, to |a| ± a ≥ 0 oraz je±li A posiada jedynk¦ 1, to
równie» ‖a‖1± a ≥ 0.

Zad 9. Pokaza¢, »e 0 ≤ a ≤ b implikuje 0 ≤
√
a ≤
√
b.

Zad 10. Pokaza¢, »e je»eli 0 ≤ a ≤ b oraz a jest odwracalny, to y jest odwracalny oraz 0 ≤ b−1 ≤ a−1.

Zad 11. Niech A b¦dzie C∗-algebr¡ z jedynk¡. Sprawdzi¢, »e je»eli a ∈ A jest samosprz¦»ony i
konktraktywny, tzn. a = a∗ oraz ‖a‖ ≤ 1, to wzór

u = a+ i
√

1− a

poprawnie de�niuje operator unitary taki, »e a = 1
2
(u+ u∗).

Zad 12 (Jedynkowe C∗-algebry s¡ rozpi¦te przez operatory unitarne). Korzystaj¡c z zadania po-
wy»szego pokaza¢, »e w C∗-algebrze z jedynk¡ ka»dy element jest kombinacj¡ liniow¡ (co najwy»ej)
czterech operatorów unitarnych.

Zad 13 (Rozkªad biegunowy dla elementów odwracalnych). Niech A b¦dzie C∗-algebr¡ z jedynk¡.
Udowodni¢, »e dla ka»dego elementu odwracalnego a ∈ A mamy a = u|a| dla dokªadnie jednoznacznie
wyznaczonego operatora unitarnego u.

Zad 14 (Normowa charakteryzacja elementów normalnych). Niech A b¦dzie C∗-algebr¡ z jedynk¡.
Wykaza¢, »e a ∈ A jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy a ∈ Inv(A) oraz ‖a‖ = ‖a−1‖ = 1.

Zad 15. Wykaza¢, »e jedynkowy homomor�zm Ψ : A → B mi¦dzy jedynkowymi C∗-algebrami jest
konktraktywny, tzn ‖Ψ‖ ≤ 1, wtedy i tylko wtedy, gdy Ψ zachowuje inwolucje (jest ∗-homomor�zmem).
Hint: Wykorzysta¢ zadania 12 oraz 14, oraz jedno zadanie z listy poprzedniej


